Matematica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

EJERCITACION
CALCULO DE RAICES DE ECUACIONES

z Ejercicio n® 1:

Dadas las siguientes funciones, determine graficamente (sin utilizar calculadora) cuantas raices
reales tienen e indique un intervalo de longitud 1 para cada una de las raices.

a)fi(x)=e +x-4 b) () = sen(x) -2x + 1  ©) fy(x) = € +x° + 1

d) fa(x) = X* - 4x* - 4x + 2 e) fs(x) = In(x) + x - 2 f) fo(x) = 1/x - x* + 7x -6

P FHx)=2e -2 +6x-5  h)fy(x) = x - cos(2x) i) fo(X) = X2~ 2 cos(%x) -6x +8

i) Fio(x) = In(X) + 2 - 8x + 12 k) fy(x) = € + x - 3 1) fa(x) = sen(x x) - X2 + 10x - 13
m) fus(x) = X¢ + 20 X - 25 n) fua(x) = sen(x) - X ) fis(x) = In(x-1) + 1 - 3 sen(mx)

z Ejercicio n° 2:

a) Nombre los criterios de detencién de un proceso iterativo de calculo de raices de
ecuaciones, y la pertinencia de su utilizacion.

b) Defina orden y radio de convergencia de un método de calculo de raices, y su relacion con
la velocidad de convergencia.

Z Ejercicio n® 3

Explique conceptualmente el Método de Biseccion para calculo de raices de ecuaciones. Indique
cuales son las condiciones necesarias y suficientes para que el método converja a una raiz.

z Ejercicio n° 4:

Indique un intervalo para la raiz positiva de x? - 2x - 2 = 0. Utilice el método de biseccién para
calcular la raiz con dos decimales exactos. Establezca el nimero maximo de pasos necesarios para
aproximar la raiz con una precision de 10°®.

@ Ejercicio n° 5:

Cada una de las siguientes funciones verifica que sg[f(a)] = sg[f(b)] en (a,b) = (0,1) ¢Qué punto
localiza el algoritmo de biseccién? ¢Es una raiz?  Justifique.

a) f(x) = ﬁ b) f(x) = cos(10x) c) f(x) = {

1 x>0.3
=1 %<0.3
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E Ejercicio n® 6:

Marque la respuesta correcta y justifique: Para hallar la raiz de una f(x) continua en (3;5) con
sg[f(3)] = sg[f(5)] con & < 10 por Biseccion:

a) son necesarias 17 iteraciones b) son suficientes 18 iteraciones

c) son necesarias 18 iteraciones d) ninguna de las anteriores es correcta

z Ejercicio n® 7:

Dada f(x) = 0 con una raiz en el intervalo (a, a+1). Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones, justificando su respuesta:
a) Si f(x) tiene pendiente grande, entonces el método de biseccion converge mas rapido.

b) Si se aplica el método de biseccion en dicho intervalo, al cabo de 10 iteraciones se tendra una
precision de 107°.

B_ Ejercicio n® 8:

Explique conceptualmente en qué consiste el método de Regula Falsi para el caso particular de
una funcion decreciente y concava hacia y”.

Z Ejercicio n® 9:

Dada f(x) = x In(x) + x Indique un intervalo (a,b) e indique qué extremo fijaria para hallar la raiz
no nula por el método de Regula Falsi.

Z Ejercicio n® 10:

Dada la ecuacion: f(x) = 2 e* - x> -6 x- 5 = 0 ¢éQué intervalo podria tomar para calcular la menor
raiz real por Regula Falsi sin necesidad de cambiar de extremo fijo? ¢éCudl seria dicho extremo?

--------------------------------

Z Ejercicio n® 11:

Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando su respuesta:

a) Sea € +x' -x -2=0 con raizen (0,1) = se puede usar Regula Falsi fijando el 1.

b) El método de Biseccion siempre converge mas lentamente que Regula-Falsi.

c) Dada la funcién f(x) = x* - 8 x° + 30 x2-25x+ 2-12¢e* , se puede utilizar el Método de
Regula - Falsi en el intervalo [1,2] fijando el 2.

d) Sif(x) es creciente en (a,b), en el método de Regula-Falsi queda fijo el extremo b

z Fjercicio n® 12:

Dadas las siguientes ecuaciones, proponga un intervalo de longitud 1 que contenga una raiz, e
indique una funcion g(x) que cumpla las condiciones necesarias y suficientes de Método de Punto
Fijo. Haga tres iteraciones y diga la precision obtenida.

a)sen(x)-2x+1=0 bye*-x*+3x-2=0

c)sen(x) -x* =0 d)2e*-x¥*+6x-5=0
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Z Ejercicio n® 13:

Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando su respuesta:

a) Si0<g'(x) <1 en el método de Punto Fijo para calcular raices de ecuaciones entonces la
convergencia es en forma de espiral o alternada.

b) Sea e +x* -x -2=0 conraizen (0,1) = se puede usar g(x) = e* + x* -2 para hallar
la raiz por el método de punto fijo.

c¢) La funcion g(x) = Ix -1 puede utilizarse para hallar una raiz con el método de punto fijo.

Z Ejercicio n® 14:

La ecuacion x’ —e* +3 =0 tiene 2 raices. Una proxima a —1,4 y la otra cerca de 4,6. Usando el
método del punto fijo con g(x)=In(x’ +3) el método converge a :

a) La raiz cercana a 4,6 b) La raiz cercana a —1,4 c) A ninguna de las dos raices

d) No es una g(x) adecuada ya que contiene una funcion logaritmica

E Ejercicio n® 15:

Dada la ecuacion fix)=0 con f(x)=e" —Ll . Indique con cual o cuales de las siguientes g(x)
x_

converge el método del punto fijo.

a) g(=e(x-1) b) gz(x>=1n(l_—'}]] c) g;(x)=é—’ﬁ.+1 d) g,(x)=x

z Ejercicio n® 16:

Explique conceptualmente en qué consiste el método de Newton Raphson.

z Ejercicio n® 17:

Dada la siguiente ecuacién: x* - 2 x* - In(x) = 0 utilice el método de Newton Raphson con xp=1 e

_fK)
S'(x)

itere hasta que se puedan asegurar 5 decimales. ¢éQué ocurre si parte de x,=1.1? Explique.

Z Ejercicio n°® 18:

Dada la ecuacién: (x-3)?-x* + 4 x +1 = 0 utilice el método de Newton -Raphson hasta encontrar
la mayor raiz con & < 108, Transcriba los valores de las aproximaciones Xx;.

Z Ejercicio n® 19:

a) Explique conceptualmente la variante de Von Mises al método de Newton Raphson.
b) ¢Cudles son las ventajas y desventajas?
c) ¢En qué casos seria mas conveniente?
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E Ejercicio n® 20:

Marque la respuesta correcta y justifique: ~ Dada la funcion f(x) = x « € con Unica raiz real en
x=0, el método de Newton-Raphson converge a ella:

-----------------------

a) siempre  b) sélo tomando x, < 0 ¢) sdlo tomando xo < 1 d) sélo tomando x, € (-1,1)

@ Ejercicio n® 21:

La ecuacién x* —4x” +4 =0 tiene una raiz en y=-2. El método de Newton-Rapshon se
acerca a dicha raiz con una precision de 10° luego de 20 iteraciones. La causa de que la
convergencia sea tan lenta se debe a que:

a) f”(x) cambia de signo en las proximidades de x = 2
b) Se considerd un X, tal que f(xg)® "(xo)<0
c) x=—+/2es una raiz con orden de multiplicidad mayor a 1

d) Ninguna de las causas anteriores es correcta

Z Ejercicio n°® 22:

Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando su respuesta:
a) Dada f(x) = O con raiz p € (a,b), sidxe (a,b) tal que f(x) = 0 entonces el método de

Newton - Raphson no converge a la raiz p.

b) Si |f (x)| < 1 = el criterio de paro mas conveniente es If (x) | < &

z Ejercicio n® 23:

Dada la ecuacién: sen(4x) + 3 x + 3 = 0, indique cual de las afirmaciones es correcta:

a) tiene por lo menos una raiz en el intervalo [-1 ; 0]

b) Se puede aplicar Regula Falsi en [-2 ; -0.5 ] fijando el extremo b =-0.5
c) tiene una sola raiz real

d) -El método de punto fijo converge con la funcién g(x) = sen(4x) + 4x + 3

e) ninguna es correcta

Z Ejercicio n® 24:

a) Encuentre graficamente un intervalo para la mayor raiz positiva de x* - 6x + €' =0.
b) Halle dicha raiz con 3 cifras significativas. Justifique la eleccién del método y el criterio de paro.

@ Ejercicio n® 25:

La suma de dos nimeros es 20. Si a cada nimero se le afiade su raiz cuadrada, el producto de las
dos sumas es igual a 155.55. Determine los dos numeros con exactitud de 10,
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z Ejercicio n°® 26:

Aplique el método de Newton-Raphson a x* - 2x* -3x + 10 = 0 con X, = 1.9. ¢Es posible dar una
explicacion al comportamiento extrafio de los valores iterados sucesivos?

z Ejercicio n® 27:

La ecuacion X° - 8x* + 17x° - 8x* -14x + 20 = 0 tiene una raiz en (-2,1). Sin embargo, si se aplica
el método de Newton-Raphson con x, = -0.3, llegamos a otra raiz en 5. ¢Por qué?

B Ejercicio n® 28:

Dada la ecuacion: x* - 7 + 12x* + 4x - 16 = 0 cuyas raices son enteras: -1 , 2 y 4, aplique el
método de Newton-Raphson, tomando diferentes valores iniciales x, y vea a qué raiz converge en
cada caso. Tome los siguientes valores iniciales, previamente piense en forma intuitiva a qué raiz
le parece que converge.

s X =5 s X =3 e X = 3.35 Ooops!!! éQué pasd?
e Xo=-2 e Xo=235 e X, =0.035
e X =1 o X =33 e Xp = 0.0359 > Y aca también!!!
s X =0 e Xy=34 e X, =0.036

Grafique la funcién, y explique por qué ocurren esas “anomalias”. Trate de encontrar otras
anomalias de ese tipo.

Z Ejercicio n® 29:

Demuestre que al aplicar Newton-Raphson a la funcion y = x% - a con a positivo se llega a la

formula: o1 =1/2 (x.+a/x, ) que permite calcular el valor de raiz de a sin emplear radicacion.

B Ejercicio n® 30:

Calcule la raiz cuadrada de 3 con un error menor que 10®, utilizando los siguientes métodos:

a) Biseccion

b) Punto fijo

c) Regula-Falsi

d) Newton-Raphson

Seleccione un criterio de paro adecuado. Compare la rapidez de convergencia de todos los
métodos (indique cuantas iteraciones fueron necesarias en cada uno).

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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RESPUESTAS T.P. CALCULO DE RAICES DE ECUACIONES

1) a) Tiene 1 raiz real en el intervalo (1,2 )
b) Tiene 1 raiz real en el intervalo (0, 1)
¢) Tiene 1 raiz real en el intervalo (-2, -1)
d) Tiene 3 raices reales en los intervalos (-2, -1),(0;1)y(4;5)
e) Tiene 1 raiz real en el intervalo (1, 2)
f) Tiene 3 raices reales en los intervalos (0, 1), (0.5, 1.5) y(6,7)
g) Tiene 3 raices reales en los intervalos (-3, -2),(0; 1)y (5,6)
h) Tiene 1 raiz real en el intervalo ( 0, 1)
i) Tiene 2 raices reales en los intervalos (2;3) y (4;5)
j) Tiene 3 raices reales en los intervalos (0, 1),(2;3)y(5,;6 J
k) Tiene 1 raiz real en el intervalo (1, 2)
/) Tiene 2 raices reales en los intervalos (1,;2)y (8, 9)
m) Tiene 2 raices reales en los intervalos (-3 ;-2),y(1;2)
n) Tiene 2 raices reales , una en €l origen y la otra en el intervalo (0, 1)
7i) Tiene en total 7 raices reales, una en el intervalo (1, 2 ), dos en el intervalo (25321,
dos en el intervalo (4; 5 ) y otras dos en el intervalo (6 ; 7 )

2) Teorico
3) Teorico

4) Laraiz o € (2,3) En el octavo paso podemos asegurar 2.73. Para lograr una precision de 6
gecimales tomando n=20 alcanza.

5) a) No es continua. Biseccidn converge a la asintota vertical.

b) Tiene tres raices en el intervalo. Biseccion converge a una de éellas.
¢) No es continua. Biseccion converge al punto de discontinuidad.

6) La respuesta correcta es la B.

7) a) FALSO.
b) FALSO.

8) Teorico

9) La raiz pertenece a (0.2 ; 0.4 ) En este intervalo se puede aplicar Regula Falsi fijando b = 0.4,
/a raiz es: 0.36806641

10) La menor raiz pertenece a (-6 ; -5 ). Se puede aplicar Regula Falsi fijando a = -6

11)a) VERDADERO b) FALSO
¢) VERDADERO d) FALSO
sen(x)+1

12) a)Raizen (0, 1).g(x)= >
xp =1, x; =0.9207355, x; = 0.8980235 , x; = 0.8910484 con ¢ < 0.01

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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, X2z 2-g¥
b)Raicesen(0,1)y(2;,3) .Cong(x)= T - solo se llega a la menor.

Xp= 0, x;=03333333, x;=0.238, x;=02625 con ¢<0.1

c)Raicesen0 yen(0,1). Cong(x)= m llegamos a la mayor:
X

Xo=1, x;= 0.84147098, x;= 0.88609608 , x; = 0.87418133 con ¢ < 0.1

, K i6x-5
&) Reieas 60 -3 5 -2 ), (0.5 1) KT 55 6. Con i) = 2 “;5’" sdlo se llega a la
mayor: x, = 5, x; = 500269518, x, = 5.00322522 x; = 5.0033294 con & < 0.001
13)a) FALSO
b) FALSO

c) VERDADERO
14)La respuesta correcta es la A.

15) Para que el método de Punto Fija converja, debe cumplirse | g(x) | < 1 en [a,b].

g/'x)=e"(x—1)+e" =€x  en[12]esmayor que 1= no converge.

2

~ x—=1|(x-1)- % /
g2'(x) = ! [(t ) x]:\ g_a'(x)=—x~“—k~7 = g5'(1.1)= 2.3978 > 1 = no converge

x e~ 1) x(x-1)
e* —xe” Jax
g23'(x%) = ,’T =g3'(x)= = <1lVxel[l2] = converge.
e’ e
Verificacion.
Xo=1=x; = 136787 = x; = 1.34832 = x3 = 1.35012 = x4 = 1.39996 = x5 = 1.34997
g.(x)=x- & es la formula de Newton - Raphson, por lo tanto converge.
16) Teorico.

)xs=1, x; =05, x> =0.64883, x; = 0.64923 con & < 10°

18)La mayor raizestiden (4, 5) Tomando x, =4, x; = 4.4, x; = 4. 39139123750961 ,
Xx; = 4.39138238064021 , x; = 4.3913823806309 con & < 10°

19) Tedrico.
20) La respuesta correcta es la C.
21)La respuesta correcta es la C.

22)a) FALSO
b) FALSO

23)La respuesta correcta es la C.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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24)a) La mayor raiz positiva esta en (3 ; 4)
b) Por N-R: xo=3,x; =3.21801754, x; = 3.1934332 , x; = 3.19307409

25)Los numeros son:  6.512851715 y 13.48714828

26) Por Newton Raphson, partiendo de x,=1.9 sevaal -15.22608 y luego va volviendo hasta
converger en -2. Ello se debe a que la primera recta tangente (en 1.9) tenia una pendiente
muy suave por estar cerca de un minimo relativo en x=1.868517.

27) Ocurre ello pues la recta tangente en x=-0.3 tiene pendiente muy suave, ya que estd cerca de
un méximo relativo en -0.36.

28) Partiendo de x, = 5 converge a o« = 4
Partiendo de x, = -2 converge a a = -1
Partiendo de x, = 1 converge a a = 2
Partiendo de x, = 0 converge a o = 4 y lo hace en 1 solo paso.
Partiendo de x, = 3 converge a a = 2
Partiendo de x, = 3.5 converge a a = 4
Partiendo de x, = 3.3 converge a a = 2
Partiendo de x, = 3.4 converge a a = 4
Partiendo de x, = 3.35 converge a o = -1 pues estd cerca de un minimo relativo.
Partiendo de x, = 0.035 converge a o = -1 pues estd cerca de un minimo relativo.
Partiendo de x, = 0.0359 converge a a = 4 pues estd cerca de un minimo relativo.
Partiendo de x, = 0.036 converge a a = 2 pues estd cerca de un minimo relativo.

29) Se escribe la formula iterativa de Newton Raphson y se simplifica un poco.
30) La funcidn a utilizar puede ser: f(x) = X-3=0 ae(l2
Por Biseccion converge en 23 iteraciones.

Por Newton Raphson converge en 4 iteraciones.
Por Regula Falsi se necesitan / fteraciones.

7 : ) .
Por Punto fijo con gi(x) = 5 ( X+ :?, ) partiendo de x,=2 converge en 4 iteraciones.
X

También para Punto Fijo: gx(x) = §+—“; partiendo de x,=2 converge en 13 iteraciones
+

xZ24+3x-3

Y esta gs(x) = = partiendo de x,=2 converge en 10 jteraciones
X

Hay muchas mas, cte animas a encontrar otra?
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